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MO DAU

Do thi 1a mot cau tric toan hoc roi rac, bao gdm hai yéu té dinh va canh, va 1a
md hinh todn hoc cho nhiéu van dé ly thuyét va thyc tién da dang. Bai toan t6 mau
cho cac dinh (hay cac canh) cua mét dd thi 1a mét chu dé quan trong va hap dan cua
ly thuyét do thi. Bai toan nay c6 nhitng ung dung thiét thuc trong Kinh té, ky thuat
va doi sdng. Chang han, ta thudng gap bai toan td mau ban dd, t6 mau cho day dan
dién. Mot s6 van dé khong lién quan dén t6 mau ciing c6 thé duoc xir Iy nho bai
toan td mau: bé tri kho chaa hoa chat, thiét ké cac bang vi mach dién tur, sap xép
lich hoi thi, bd tri cac tram truyén tin, xac 1ap cac tuyén xe buyt thanh phé, v.v ...

Ly thuyét d6 thi ra doi va phat trién gan lién véi tén tudi cua nhiéu nha toan
hoc noi tiéng: Euler (Thuy si), voi bai toan vé 7 cau & thanh phd Kénigsberg,
Kdnig va Egevary (Hungari), véi phuong phap Hungari giai bai toan phan viéc.

V& van dé t6 mau db thi ¢ nhiéu két qua ly thuyét dang cha y: Binh 1y Brooks,
Minty vé td mau dinh; Pinh Iy Kénig, Vizing, Shannon vé td mau canh, dinh ly 5
mau cua Heawood (1890) va Binh ly 4 mau cua Appel va Haken (1976), da giai
quyét duoc gia thuyét 4 mau ndi tiéng do Guthrie néu ra lan dau nam 1852.

"Bai toan td mau do thi va &ng dung".

Luan vin nay c6 muc dich tim hiéu va trinh bay cac khai niém co ban vé do
thi va cac dang d6 thi thuong gap, vé bai toan t6 mau trén db thi (t6 dinh, td canh
va td dién - t6 mau ban d6) va mot sb tng dung ciia cac bai toan nay. Trinh bay cac
két qua ly thuyét, cac dinh ly vé td mau trén cac loai do thi khac nhau va cac thuat
toan td mau dinh va canh, dua trén céc két qua ly thuyét da co.

Noi dung luan vin dugc viét trong hai chuong.



Chuwong 1 "Khai niém co ban vé do thi" nhic lai cac khai niém co ban vé d6
thi: dinh, canh, bac caa dinh, do thi vo hudng va dd thi c6 hudng, duong di va chu
trinh, d6 thi lién théng, khong lién thong, cac phép toan trén dd thi. Miéu ta nhiéu
dang d6 thi dic biét: rimg va cay, do thi hinh sao, d6 thj vong, d6 thi duong, d6 thi
banh xe, d6 thi day du, d6 thi hai phan, d6 thi hai phan day du, do thi déu (chinh
qui), d thi Petersen, d6 thi Platon, d6 thi phang, ...

Chuong 2 "Bai toan td mau do thi" dé cap téi van dé td mau cac dinh, canh va
dién cia mot dd thi. Trinh bay cac két qua vé td mau dinh: dinh ly Brooks (1941),
dinh 1y Minty (1962), cac dinh ly t6 mau d6 thi phang, dac biét dinh 1y bén mau
(Appel va Haken, 1976). Vé t6 mau ban d6 (td dién cua d6 thi phang) ¢ cac dinh
ly vé ban d6 2 mau, ban db lap phuong 3 mau va dinh ly bén mau cho ban d6. Vé
t6 mau canh caa do thi: trinh bay dinh Iy Vizing (1964) vé sé mau toi thiéu can to,
dinh Iy t6 canh d6 thi day du, td canh do thi hai phan (Pinh ly Kénig, 1916) va
quan hé véi dinh Iy bén mau. Cudi chuong dé cap téi da thic mau, cho biét cé thé
t6 dinh caa do thi bang k mau dugc khong, néu duoc thi ¢ may cach to.

Nhan dip nay, tac gia luan vin xin bay to 10ng biét on sau sac toi GS-TS Tran
Vii Thiéu, d4 tan tinh gitp d& trong sudt qua trinh 1am luan van. Tac gia chan thanh
cam on cac thiy gido, co gido Truong Pai hoc Khoa hoc - Pai hoc Thai Nguyén,
Vién Toan hoc - Vién Han lam Khoa hoc va Cong nghé Viét Nam da giang day va
tao moi diéu kién thuan loi trong qua trinh tac gia hoc tap va nghién cau.

Théi Nguyén 20 thang 04 nam 2015
Tac gia

Vi Hoang Linh



Chuong 1
KHAI NIEM CO BAN VE PO THI

Chuong nay trinh bay céc kién thire co s¢ vé 1y thuyét @6 thi. Muc 1.1 néu céc
dinh nghia, khai niém dung trong ly thuyét d6 thi va cac phép toan trén dd thi. Muc
1.2 m0 ta cac dang dd thi thuong gap. Trong chwong dan ra nhiéu vi du minh hoa.
Noi dung cta chuong dugc tham khao chu yéu tir cac tai liéu [2], [3], [4] va [5].

1.1. PINH NGHIA VA KY HIEU

1.1.1. Khai niém db thj

Trong thyc té ta thuong gip cac so do giao thong (Hinh 1.1) hay so d6 mach
dién (Hinh 1.2). Cac so d6 nay duoc khai quat thanh so do vé ¢ Hinh 1.3. Tur d6 ta

di to1 dinh nghia sau.
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Hinh 1.1. So dd khu phé  Hinh 1.2. So'dd mach dién  Hinh 1.3. P6 thi dai dién

D6 thi (graph) 12 mot tap hop hitu han va khac rong cac diém, goi la cac dinh
(vertex) hay nut (node), va mét tap hop cac duong (thang hay cong) néi lién mot s6
cip diém nay, goi la cac canh (edge) cua do thi (S6 canh c6 thé biang 0).

Mdi dinh cua d thi thuong duoc Ky hiéu biang mot chit cai (a, b, ¢, ... hay A,
B, C, ...) hoac chit s6 (1, 2, 3, ...). Canh ndi lién dinh v véi dinh w duoc ky hiéu 1a
(v, w) hay don gian la vw (v va w c6 thé 1a cac chir s6). Mot canh c6 dang (a, a),
ndi dinh a vai chinh n6, goi 1a mot khuyén (loop).

Néu do thi G ¢6 tap dinh 13 V va tap canh [A E € V x V thi dé cho gon, ta viét
G = (V, E). Ta ciing dung ky hiéu V(G) dé chi tap dinh va E(G) dé chi tap canh cua
d6 thi G. Ky hiéu n = [V(G)| 1 s6 dinh va m = |[E(G)| 1a sb canh cua db thi G.



Pé dé hinh dung, mdi dd thi thuong duoc biéu dién boi mot hinh vé trén mat
phang. Chang han, Hinh 1.3 biéu dién mot do thi c6 5 dinh: P, Q, R, S, T va 8 canh
(mdi canh 1a mot doan thang ndi hai dinh). Chi ¥ rang diém cat nhau caa hai canh
PS va QT trong hinh v& khéng phai 1a mét dinh cua d6 thi.

Pinh v goi 1a ké (adjacent) dinh w néu c6 mét canh caa db thi ndi v véi w.
Néu ky hiéu canh nay 14 e thi ta viét e = (v, w) va ndi canh e lién thugc (incident) v,
w hay v, w 1 hai dau m(t caa e. Canh e va e' goi 1a ké nhau néu e, ¢' ¢6 chung dinh.

Hai canh e va e' ciing néi mét cap dinh goi 1a canh kép (multiple edge). D6 thi
khdng cd canh kép goi 1a mot don dé thi (simple graph). Tréi lai, goi 1a mot da do
thi. Hinh 1.4 va 1.5 minh hoa canh kép va khuyén trong da db thi.
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Hinh 1.4. Canh kép va da dé thi Hinh 1.5. Khuyén trong da dé thi

Mot canh cua d6 thi goi 1a canh ¢é hwong (directed edge) néu co qui dinh rd
mot dau mat cua canh 1a dink ddu, mat kia 13 dinh cudi. Canh c6 huéng con dugc
goi la mot cung.

Mét dd thi gdm toan cac canh goi 1a do thi vé huéng (undirected graph), d6 thi
gom toan céac cung goi 1a do thi c6 hwrong (digraph). Mot do thi vira c6 canh vira c6
cung goi 1a d6 thi hn hop (mixed graph). Bang cach thay mot canh bai hai cung c6
huéng nguoc chiéu nhau, ta c6 thé qui moi d6 thi vé d6 thi c6 huéng. Hinh 1.6 md
ta mot do thi co hudng.
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Hinh 1.6. Do thi cé hwéng Hinh 1.7. Do thi khong lién thong



Bdc (degree) cua dinh v trong d6 thi vo hudng 1a s canh lién thuoc nd, ky
hiéu la p(v). Binh cb bac 0 goi la dinh cd ldp (isolated vertex), dinh c6 bac 1 goi la
dinh treo (end-vertex), Tuong tu, trong do thi c6 hudng ta goi bac ra (bdc vao) cua
dinh v 1a s6 cung di khoi v (s6 cung di t6i v), ky hiéu twong tng 1a p*(v) va p'(v).
Qui wdc: khuyén tai mot dinh duoc tinh 2 1an. Vi du trong db thi vé ¢ Hinh 1.7 ta
co p(P) = p(S) = p(U) = p(V) = 2; p(Q) = p(R) =3 va p(T) = 4 (c6 khuyén & T).

D& dang chirng minh céc tinh chét sau day vé bac cua dinh trong d6 thi:

a) Trong mot do6 thi vo hudng, tong so bac ciia moi dinh bang hai lan sé canh
ctia do thi va sé dinh c6 bac 1é bao gio ciing 1a mot sb chan.

b) Trong mot do thi co hudng, tong cac bac vao caa moi dinh bang tong céac
bac ra cia moi dinh va bang tong sé cung trong do th. N

Nhiéu tinh chat caa dd thi c6 huéng khéng phu thudc vao huéng cac cung
trong d6 thi. Vi thé, khi bo qua huéng trén cac cung (d6i cung thanh canh) ta s&
nhan duoc mot do thi vo hudng, goi 1a d6 thi nén cua d6 thi c6 hudng da cho.

1.1.2. Phép toan trén do thi

Sau day ta tap trung chu yéu xét cac do thi vé huéng va mot sé phép toan.

e D6 thi con (subgraph) cua mot dd thi G 1a d6 thi nhan duoc tir G bing cach
bo di mot sé dinh va mot s6 canh cuaa nd. N6i chinh xac, H = (V(H), E(H)) 1a mot
d6 thi con cua G néu V(H) < V(G) va E(H) < E(G). Ta ciing néi G chiza H. H goi
la dé thi con cam sinh (induced subgraph) caa G néu H 1a mot d6 thi con cua G va
E(H) = {(x,y) € E(G) : x, y € V(H)}. O day H la d6 thi con cua G sinh bai V(H).
Vi thé ta con viét H = G[V(H)]. Db thi con H cia G goi la do thj con bao trum néu
V(H) = V(G), tuc tap dinh cua H va cuaa G trung nhau.

e Véiv € V(G), ky hiéu G - v 1a db thi con cia G cam sinh bai V(G) \ {v},
tire d6 thi nhan duoc tir G bang céch bo dinh v va céc canh lién thudc v.

* V4i e € E(G), ta dinh nghia G - e := (V(G), E(G) \ {e}), tirc dd thi nhan
duoc tir G bang céch xda canh e (khong x6a hai dau mut cua e). Ta ciing dinh nghia



G \ e 1a @6 thi nhan dugc bang cach co canh e thanh mét diém duy nhat. Hinh 1.8
minh hoa cac dd thi G, G-eva G \e.
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Hinh 1.8. P6 thi G, canh e va cac dd thi G — e va G \ e twong tng

1.1.3. Do thi dang cau

Hai d6 thi G, va G, goi la dang cau (isomorphic) néu ching cé sé dinh va sb
canh nhu nhau va c6 phép tuwong rhg mot - mét gitra tap dinh cua G; va G, sao cho
hai dinh duoc néi véi nhau bai mot canh trong do thi nay khi va chi khi hai dinh
twong Umg trong db thi kia ciing duoc ndi véi nhau boi mot canh va nguoc lai. Hinh
1.9 v& cac d6 thi dang cau véi dd thi v& & Hinh 1.3. Céc canh cua hai d6 thi ¢ Hinh
1.9 chi gap nhau o dinh. Céc d6 thi dang cau duoc xem I two’ng duwong (la mot).
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Hinh 1.9. Cac do thi dang ciu véi do thi & Hlnh 1.3
1.1.4. P thi lién thong
C06 thé ghép hai db thi dé I1ap 18n mét db thi 16n hon. Cho G, = (V(G,), E(Gy)),
G, = (V(Gy), E(G,)) véi V(Gy) NV(G,) = &. Khi dé, hep (union) G, U G, la do thi
cé tap dinh 1a V(G;) U V(G,) va tap canh la E(G;) U E(G,) (Hinh 1.10).
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Hau hét cac dd thi thuong gap 1a d6 thi ghép. Mot db thi duoc goi 1a lién thong
(connected graph) néu né khdng biéu dién duoc dudi dang hop cua hai hay nhiéu



dd thi. Tréi lai, do thi goi l1a khong lién théng (disconnected graph). RS rang 1 bat
ctr mot d6 thi khong lién théng G nao ciing biéu dién duoc dudi dang hop cua cac
d6 thi lién théng, mdi d6 thi lién thdng goi 1a mot thanh phan lién théng caa G.

Chang han, mét db thi gdm ba thanh phan lién théng duoc v& ¢ Hinh 1.11.
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Hinh 1.12. C4c kiéu d@b thi lién thong khong qua 5 dinh



Khi can ching minh mot két luan nao do6 cho cac do thi néi chung, ta thuong
ching minh két qua twong wng cho céc do thi lién théng, sau d6 ap dung két qua
thu dugc cho ting thanh phan lién théng riéng I¢ cua do thi. Mot bang gdm tat ca
cac db thi lién thong (khong ghi tén dinh) c6 ti da 5 dinh duoc vé & Hinh 1.12.

1.1.5. Pwong va chu trinh trong dd thi vé hwéng

Purong (path) P tir dinh v t6i dinh w 12 mot day lién tiép cac canh c6 dang:

(ao, a1), (a1, @2), .. , (A1, &) VOi (aig, @) € E(G), a0 =V, ax=wvak>1,
trong do cac dinh ag, ay, ..., a déu khac nhau. Dé don gian, doi khi ta viét P = {ay,
ay, ..., &} va néi do la duong ndi dinh v va dinh w. Binh v goi 1a dinh dau, dinh w
goi & dinh cudi caa duong P. Mot dudng ndi mot dinh véi chinh né (dinh dau tring
véi dinh cubi) goi 1a mot chu trinh (cycle). B¢ dai (length) cia duong (chu trinh) 1a
s6 canh cua duong (chu trinh) do.

Vi du véi d6 thi vé & Hinh 1.9 mot duong néi dinh P va dinh R 1a (P, T), (T,
Q), (Q, R) hay don gian 1a P, T, Q, R. Hai duong khac tx Pt6i R1aP, T, S, R va P,
Q, R hay P, S, R. P4 thi nay c6 céc chu trinh sau:

(P, Q). (Q,R), (R, S), (S5, T, (T,P); (Q,S), (S, T), (T, Q), v.v ...
1.1.6. Biéu dién d@d thi bang ma tran
Mic du céch biéu dién db thi bang hinh v& gdm cac diém duoc ndi véi nhau
boi céc canh kha thuan tién, song cach nay khong con phi hop néu ta muébn luu giir
mot d6 thi ¢& on trén may tinh. C6 cach luu gitt mot don d6 thi 14 liét ké cac dinh
ké& véi mdi dinh caa do thi. Vi du cho céch biéu dién nay dugce chi ra ¢ Hinh 1.13.
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Hinh 1.13. Liét ké cac dinh ké Hinh 1.14. P6 thi rdng N,

Mot cach biéu dién hitu ich khac 1a diing cac ma tran.



e Ma tran ké: Néu G l1a mét db thi véi cac dinh duoc danh sb 1, 2, ..., n, thi
ma trdn ké (adjacency matrrix) cua G la ma tran vuéng A cip n, phan tt ¢ hang i
cot j ctia A bang sb canh ndi dinh i va dinh j cua do th.

e Ma trén lién thudc: Néu cac canh caa db thi cling dugc danhsd 1,2, ..., m,
thi ma trgn lién thugc (incidence matrrix) caa G la ma tran chir nhat M cép nxm,
phan tir ¢ hang i cot j cia M bang 1 néu dinh i ké canh j va bang 0 néu trai lai.
Hinh 1.15 v& d6 thi G cuing v&i ma tran ké va ma tran lién thuoc cua no.

1,2
0101 100100
p 2 a_|1O0t2) 110011
010 1 011000
S 7 3 1210 001111

Hinh 1.15. Ma tran ké va ma tran lién thuac
1.2. MOT SO DANG PO THI PAC BIET

Muc nay trinh bay mot s6 dang d6 thi dic biét, dang cha ¥ va hay duoc ding
trong 1y thuyét @6 thi va trong cac ang dung.

1.2.1 D6 thi rong (Po thi khong)

Mot d6 thi co dinh, nhung khong c¢6 canh nao (tap canh rdng) goi l1a mot do thi
rong (empty graph) hay do thi khdng (null graph). Ky hiéu db thi rdng n dinh 1a N,,.
M3i dinh cua mot dd thi rong 1a mot dinh ¢6 1ap (dinh bac 0) va cac db thi rong rat
it duoc cha y. Mot d6 thi rdng N, dugc vé ¢ Hinh 1.14.

1.2.2. Rirng va cay

C6 thé hiéu db thi lién thong theo nghia twong duong nhu sau. Mot do thi vo
huéng goi 1a lién théng néu co6 duong di ndi hai dinh bat ky cua d6 thi. Trai lai, 46
thi goi 1a khdng lién thdng. Db thi khong lién thong sé bi tach thanh mot sé d6 thi
con lién thong, d6i mot khong co dinh chung. M&i do thi con lién thong nhu thé 1a
mot thanh phan lién thdng. Canh e goi 1a mot cau (bridge) néu xda e (khdng xda



